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APLIKASI FUNCTIONALLY SMALL RIEMANN SUM
DI DALAM RUANG METRIK KOMPAK LOKAL

Manuharawati
Jurusan Matematika FMIPA Unesa Surabaya

Abstrak
Di dalam makalah ini dibahas salah satu aplikasi sifat Functionally Small
Riemann Sum di dalam ruang metrik kompak lokal, yaitu untuk
memperlihatkan bahwa sebuah fungsi bernilai real pada sebuah sel di
dalam ruang metrik kompak lokal dengan sifat tertentu merupakan fungsi
yang terintegral Henstock pada sebuah sel yang diberikan
Kata kunci- terintegral Henstock, ruang metrik kompak lokal

1. Pendahuluan

Banyak cara untuk menyelidiki apakah sebuah fungsi bernilai real pada scbuah sel
dengan sifat-sifat tertentu merupakan fungsi yang terintsgral Henstock pada sel di dalam
ruang metrik kompak lokal tanpa menggunakan sifat Functionally Small Riemann Sum,
misalnya pada Teorema 3.1.17 (Manuharawati, 2002: 71), Teorema 4.1.1 (Manuharawati,
2992 104). Dalam makalah ini dibahas salah satu peran dari sifat Small Rieman Sum, yaitu
sifat Functionally Small Riemann Sum dalam pembuktian sebuah fungsi terintegral
Henstock di dalam ruang metrik kompak lokal.

Di dalam makalah ini, ruang metrik kompak lokal, khususnya ruang metrik
kompak lokal non-diskret, dinotasikan dengan X; himpunan semua bilangan real
diperivas dengan R* ; himpunan semua bilangan real positif mumi dengan R ; koleksi
semua himpunan elementer di dalam X dengan E(X), sistem interval pada X dinotasikan
dengan <. dan s merupakan ukuran yang lengkap pada X yang dibangkitkan oleh i

2. Pengertian Dasar dan Teori Pendukung

Diberikan sel £ dalam S dan fungsi volume v yang kontinu pada E(X). Fungsi g-
X—> R* dikatakan mempunyai sifat Functionally Small Rieman Sum (FSRS ) terhadap v
pada £, dan dinotasikan dengan g € FSRS(E, v) jika g terukur- 4#* pada E dan untuk setiap
bilangan real £> 0 terdapat fungsi taknegatif fyang terintegral-u pada E dan fungsi & E—>
R* schingea nntuk setiap partisi Perron &fine P= {4, x)} pada £ berlaku
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lh Zg(xMA,4 <g
|R(=X>11x)

Diberikan fungs: g, : A R* untuk setiap bilangan ashi ». Bansan fungsa { g}
dikatakan mempunyai sifat FSRS terhadap v seragam dalam » pada £ jika untuk setiap n,
Jka g terukur- 4* pada £ dan untuk sctiap bilangan real &> 0 terdapat fungs:
taknegatif f yang terintegral- s pada £ dan fungsi & F» R, keduanya tidak lergantung
pada n schingga untuk setiap partisi Perron O fine P = «A,,.x)} pada £ berlaku

P g_(x)v(A,4 <g
1R 2N>1(x)

Adapun sifat yang terkait dengan pembahasan tertuang dalam teorema berikut.

Teorems 2.1: Teorema Rapat Terkendali (Manuharawati, 2992: 120): Diberikan sel F— X
dan fingsi g: X—> R*. Jika g € H(E, v), maka terdapat barisan fungsi {g,}, g - X R*,

2, € ILE. g1) untuk setiap bilangan asli n dan £, koovergen terkendali pada £

3. Pembahasan
DnulxpmdarisifatFSRSdidalmnmangmikkompaklokal tertuang di dalam
dua teorema berikut.

Teorema 3.1: Diberikan sel E < X dan fungsi g X— R*. Fungsi g e H(E, v) jika dan
hanya jika g € FSRS(E, v).

Bukti: Syarat cukup: Diberikan sebarang bilangmreale>0.8a’dasmkanyangdiketnhxﬁ.
fungsi g terukur- 4* pada £ dan terdapat fungsi taknegatif / yang terintegral- 4 pada £
dan fungsi - £~ R " schingga untuk setiap partisi Perron &fine P= {A4,,x)} pada £
berlaku

> <£
F Zg(.r)v(A,)l 3"

|gi=)>r(x)

Dibentuk fungsi A X R*dengan
S { &(x) jikalg(x) < f(x)
0 jika|g(x)|> f(x)
Karcna /s terukur- 41* pada £ dan terdominasi oleh fungsi f'yang terintegral- 4 pada £ maka
h terintegral- 41 pada E: yang berakibat / terintegral-v Henstock pada F. Oleh karena it
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untuk bilangan real &> 0 di atas, terdapat fungsi & £— R sehingga untuk setiap partisi
Perron S»-fine Py dan P; pada E berlaku

P’,Zh(:)v(,ix)- I"._,Zh(.r)v(A,)i < g

Selanjutnya dibentuk fungsi & £— R dengan &x) = min{&(x), &(x)} untuk setiap x € £.
Jika D, dan I}, partisi Perron &-fine pada E, maka diperoleh

+

D, > g(xw(A,)

|gto)>f(x)

D, ngv(f*-)l +

|gla)l>f(x)

10,3 e(xw(4,) - D, Y g(x (A, ) <

| m(xw(A4,)— P, Y h(x)AA, )
E £ &
<— 4 — 4 — =
ga g g
yang berarti bahwa g € H(E, v) .
Syarat periu: Diberikan sebarang bilangan real £>0. Karena g € A(E, v). maka terdapat
fungsi &: E—> R' sehingga untuk setiap partisi Perron &-fine P, = «A,,I)} pada £ berlaku

lizg(x)v(A.)—(H)jgd{ < §
E

Dan berdasarkan Teorema 2.1, dapat dipilih himpunan tertutup ¥ © £ schingga g € L(E, y),
dan untuk bilangan real £>0 di atas berlaku

£
Sy

(1) & dpu— (1) gd»*
r E

Dibentuk fungsi /, h: X~»> R*dengan
o

Mudah dibuktikan bahwa terdapat fungsi £ h € L(E, 4),, yang berakibat f € H(E, v). Oleh
karena itu untuk bilangan real £ >0 di atas terdapat fungsi &: £—> R’ schingga untuk setiap
partisi Perron Srfine P, = B, , v)} pada F berlaku

g(x) jikaxeY

dan h=
0 jikaxegY |f1

leZf(y)V(B.)—(H)]fmJ < —;i
E

Dibentuk fungsi & £— R * dengan &x) = min{&(x), &(x)} untuk setiap x € £. Jika P
sebarang partisi Perron 5-fine pada E diperoleh
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(H)[gdv-P Zg(x)v(A,)'
&

|g{xysh(x)

P Zg(xw(A,)ls

[m(x <M x)

Py g(xw(4,)~(H) gdv| +
E

(L) £ du—~PY fxw(A,) + ()| gdv (L) fdh{
E r E

&
T —
3

<

(H)fgdv—(L)|gds + (L)jgdﬂ—(la)‘[fdﬂi
E r ¥ E

£
+ = +
3

C e e -~ + 0=
3 & - 3 %

Hal m | menunjukkan bahwa g € /FSRS(E, v).

Teorema 3.2: Diberikan sel E c X dan fungsi g - X— R*untuk setiap bilangan asli n. Jika
barisan fungsi { g, } mempunyai sifat FSRS terhadap v seragam dalam n pada F dan
{ 2., } konvergen ke g hampir di mana-mana pada E, maka g € H(E, v).

Bukti: Dalam hal ini cukup dianggap bahwa barisan { g | konvergen pada £. Diberikan
scharang bilangan real £> 0. Karena barisan { g, ) konvergen pada £, maka untuk setiap xe
E terdapat bilangan asli M« x) schingga untuk setiap bilangan asli # > V(& x) berlaku

lg. (x)— () < E[V‘(%Tn]
Berdasarkan yang diketahwi, fungsi g, terukur- p#* pada £ dan untuk setiap bilangan real
£>0 yang diberikan di atas, terdapat fungsi taknegatif / yang terintegral- 4 pada £ dan
fungsi & F— R " |, keduanya tidak tergantung pada » schingga untuk setiap partisi Perron &
fine = §A_, x)} pada E berlaku
P Zg.(x)vu.)‘ <3S

g, te)f=s(x)

Sika O = {A,.x)} = {4, .x,):1=123, . k{ partisi Perron &fine pada £ dan diambil
MQ)=maks {N(&,x,):i=123, .k}
maka diperoleh

P > g(x (A, )‘

|eCx, N> (%, ) dami<ick

r g(x)V(A.b‘ -
|elx)>rx)
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= lP V3 glx, v(4,)-P ng,(x,)v(A,,)l +
|RCx N SO, ) e 1 <550

‘Kw-'o'“- ﬂ:-f(x,)dmllﬂsk

2 2 Euan(xV(A4,)
[t 5 > (x b 1554
£ £
+ -
v(E)+1 2
< &
Hal imi memperlihatkan bahwa g € FSRS(E, v). Berdasarkan Teorema 3.1, g € A(E, v).
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